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0.1 Introduction

La mécanique des �uides en l�étude du repos et du mouvment des liquides et des gaz.Il

s�agit d�une branche de la mécanique des milieux continus qui souléve de nombreux prob-

lèmes que doit résoudre l�ingénieur,et ce,dans des domaines divers.On peut mentionner

les problémes d�écoulements des liquides das les conduites ou les canaux,les écoulements

d�air autour d�ailes de fuselages d�avions,dans les tuyéres,les problémes posés par le cal-

cule des compresseurs et turbomachines,le dimensionnement des échangeurs thermiques

,ect...

De même,on ne peut passer sous silence les problèmes rencontrés en acoustique,en

météorologie,en océamographie

Applications de la mécanique des �uides intéressent aussi la médecine,la biomécanique

et l�étude des machines pour la conversion de l�énergie du vent les éoliennes.

Le problème classique de l�écoulement aérodynamique d�un �uide parfait a été étudié

par beaucoup de chercheurs.

Des premiers travaux dans ce secteur sont caractèrisés par l�utilisation de la méthode

de hodographe et de la formule de Schwartz_Christo¤el,qui peuvent traiter les écoule-

ments qui ont une géométrie polygonale.

Dans le présent travail,on se propose d�étudier un écoulement à surface libre au dessus

obstacle polygonal

L�écoulement est supposé bidimensionnel et stationnaire irrotationnel c�est à dire

écoulement potentiel,et e¤ets de gravité et de tension de surface sont négligées.Théoriquement,on

peut calculer la solution exacte en utilisant une transformation conforme d�hodographe

dûe à Kircho¤(1869) et la transformation de Schwartz_Christo¤el.

Ce mémoire est divisé en deux chapitres:

Dans le premier chapitre,présente les notions fondamentales sur les écoulements des

�uides

Dans le second chapitre,on considére que les e¤ets des forces de gravité et les tensions

de surface sont nuls,on utilise alors la méthode des lignes des courants libres introduites
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par Kirchho¤ qui est basée sur les transformations conformes pour obtenir une solution

exacte.

On utilise le théorème de Schwartz_Christo¤el qu�elle nous permet de trouver tou-

jours une transformation conformequi transforme l�itérieur d�un polygône en demi-plan

supérieur(ou inférieur) d�un autre plan.
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Chapitre1

Notions générales sur la mécanique des
�uides

Résumé

Dans ce chapitre, on présente les notions générales et l�équation générale du mouve-

ment des �uides ainsi que les écoulements bidimensionnels, irrotationnel stationnaire.

5



CHAPITRE 1

Notions fondamentales sur les

écoulements des �uides

1.1 Introduction

Un �uide en mouvement sera supposé mécaniquement parfait s�il est non visqueux et

non conducteur de la chaleur. Il ne présente pas de viscosité si les forces d�intéraction

entre les divers éléments macroscopiques de �uides sont nulles. L�écoulement d�un �uide

parfait se fait alors sans dissipation d�énergie, ni mécanique en raison de sa viscosité

nulle, ni thermique en raison de sa conductivité thermique nulle dans notre étude, alors,

on considère le �uide comme parfait.

1.2 L�état �uide

1.2.1 Propriétés d�un �uide

L�état �uide caractérise un état de la matière. Les liquides, les gaz ainsi que les plasmas

ont les propriétés d�un �uide. Pour décrire l�état �uide adoptons deux points de vue :

Point de vue macroscopique: Un �uide est un système déformable sans forme propre.
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� L�état liquide : les liquides sont des �uides très peu compressibles et ont donc un

volume propre.

En première approximation on pourra considérer la masse volumique invariable.

Approximation : � �constante

Ce qui revient à considérer que la compressibilité ainsi que le coe¢ cient de dilatation

est nulle :

�T = � 1
V
@V
@P

��
T
= � 1

�
@�
@P

���
T
� 0Pa�1

� = 1
V
@V
@T

��
P
= � 1

�
@�
@T

���
p
� 0K�1

Bien sûr, ces grandeurs ne sont pas nulles mais faibles. On retiendra que rigoureuse-

ment � = � (T; P ) et �T = �T (T; P ) mais que pour de faibles variations de pression

(quelques bar) et de faibles variations de température (1000C) la masse volumique est

quasi constante (sauf si l�on passe par une transition de phase).

� Les gaz : à l �inverse des liquides, les gaz sont très compressibles (� = � (P; T )) :Pour

un gaz parfait, on a

Approximation du gaz parfait : �T =
1
P

Point de vue microscopique : Fondamentalement, un �uide se caractérise par l�absence

d�ordre à longue portée (contrairement aux cristaux) et par l�existence d�un chaos molécu-

laire (contrairement aux solides). Certains systèmes peuvent présenter un ordre à longue

portée suivant une seule direction ; c�est le cas des cristaux liquides par exemple.

� Les gaz : dans un gaz les particules interagissent peu, l�énergie est avant tout ciné-

tique. Les distances intra-atomiques sont grandes ce qui explique qu�on puisse comprimer

les gaz.
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� Les liquides : dans un liquide les interactions (l�interaction de Van der Waals, la

liaison hydrogène, l�interaction électrostatique dans une solution électrolytique etc. ...)

jouent un rôle clé. L�interaction est telle que les molécules sont quasi en contact ce qui

explique le caractère quasi-incompressible des liquides.

1.2.2 Le modèle continu

Avant toute chose, on doit se donner une échelle de description. l�échelle macroscopique

n�est pas adaptée notamment parce que le �uide n�est pas solide (système que l�on peut

décrire dans son ensemble à l�aide du vecteur rotation et du vecteur vitesse du centre

d�inertie). À l�échelle microscopique les grandeurs varient de façon discontinue et im-

prévisible On décide alors de décrire le �uide à une échelle intermédiaire entre l�échelle

microscopique et macroscopique : on parle d�échelle mésoscopique .

On considère, autour d�un point M , un volume �� petit par rapport à l�échelle

macroscopique et grand par rapport à l�échelle microscopique .Typiquement un volume

de 1�m3convient. Ce volume contient un grand nombre de particules ce qui permet de

dé�nir des grandeurs moyennes qui elles vont évoluer de façon continu. On dé�nira alors

des grandeurs moyennes locales :

La masse volumique locale en M : � (M; t) = �m
��
, où �m est la masse de l�ensemble

des particules �� dans , à l�instant t.

la vitesse moyenne locale en M :
���!
v (M) = h�!vi i où �!vi est la vitesse d�une particule

microscopique �� dans à l�instant t:
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Fig 1 .1 : Modèle continu du �uide
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1.3 Description d�un �uide

1.3.1 Description de Lagrange

Considérons une particule de �uide P , placé en M0(x0; y0; z0) à l�instant t0. Dans la

description de Lagrange, on suit le mouvement d�une particule de �uide. Par exemple,

la particule de �uide dont il est question précédemment, sera en M(x; y; z) à l�instant t.

On peut déterminer la trajectoire de la particule de �uide si l�on connaît les fonctions:

8>>><>>>:
x = x (x0; y0; z0; t))

y = y (x0; y0; z0; t))

z = z (x0; y0; z0; t))

La vitesse de la particule s�écrit :

�!v (P ) =

0BBB@
vx

vy

vz

1CCCA =

0BBB@
@x
@t

@y
@t

@z
@t

1CCCA

Description de Lagrange => Trajectoire des particules de fluide

1.3.2 Description d�Euler

L�approche d�Euler est à mettre en parallèle avec l�approche de Maxwell en électromag-

nétisme. De la même manière que l�on dé�nit le champ électromagnétique en tout point

de l�espace, à un instant t, ici, on va considérer le �uide dans son ensemble à l�instant t.

On dé�nit en chaque point du système les grandeurs : �(x; y; z; t),P (x; y; z; t),v(x; y; z; t)

etc... Ainsi, à un instant t, on peut représenter les champs scalaires (� et P ) à l�aide
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d�iso-surface (isobares et iso-densité), et les champs vectoriels (vitesse et accélération) à

l�aide des lignes de champ.

Notion de ligne de courant : Une ligne de courant est une ligne de champ du vecteur

vitesse c�est-à-dire une courbe tangente en tout point M(x; y; z) à v(x; y; z; t) à l�instant

t. L�ensemble des lignes de courant peut évoluer au cours du temps. L�équation de la

ligne de courant s�obtient en résolvant les équations di¤érentielles suivantes.

dx

u
=
dy

v
=
dz

!

Description d�Euler => Ligne de courant
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Fig 1.2 : Trajectoire d�une particule de �uide .
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FIG 1.3 : Notion de ligne de courant .
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1.4 Equation de conservation de la masse

Le principe de conservation de masse est appliqué sur un élément de volume de l�espace,

ce principe impose que l�augmentation de masse pendant un certain temps t du �uide

contenu dans ce volume, doit être égale à la somme des masses de �uide qui y entrent,

diminuée de celles qui sortent. La masse contenue dans le volume # à l�instant t est égale

à :

M =

Z Z
#

Z
� (M; t) d#:

� étant la masse volumique de �uide .la quantité de masse, par unité temps et de

surface qui s�écoule à travers une surface, est égale au produit de la vitesse normale à

cette surface par la masse volumique :ZZ
s

�
�
�!
V
��!u�ds:

D�autre part, la variation de la quantité du �uide contenue dans ce volume est donnée

par :

� @

@t

Z Z
#

Z
�d#:

Puisque la masse sortante et entrante est égale à la variation de la masse à l�intérieur

du volume # on a identité :

@

@t

Z Z
#

Z
�d# = �

ZZ
s

�
�
�!
V
��!u�ds

D�après le théorème d�intégrale de Gauss :ZZ
s

�
�
�!
V
��!u�ds = Z Z

#

Z
div
�
�
�!
V
�
d#

On obtient :
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Z Z
#

Z �
@�

@t
+ div(�

�!
V )

�
d# = 0

Le domaine étant arbitraire , on a donc :

@�

@t
+ div

�
�
�!
V
�
= 0: (1.1)

Cette équation qui traduit la conservation de la masse est aussi référée comme équa-

tion de continuité , c�est -à-dire , il n�y a ni apparition, ni disparition de �uide au cours

du mouvement.

On peut simpli�er l�équation (1.1) :

Nous avons :

div
�
�
�!
V
�
= � � div

��!
V
�
+
�!
V � ��!grad (�) :

Alors :

@�

@t
+ div

�
�
�!
V
�
=
@�

@t
+ � � div

��!
V
�
+
�!
V � ��!grad (�) :

Et donc :

@�

@t
+ div

�
�
�!
V
�
= 0:

Un �uide est incompressible lorsque sa masse volumique est invariable

� = Cste:

l�équation de continuité se reduit alors , dans le cas d�un écoulement conservatif d�un

�uide incompressible à :

div(
�!
V ) = 0: (1.2)
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1.4.1 Lignes et fonctions de courant

La ligne de courant est une courbe tangente en chacun de ses points au vecteur vitesse

en ce point.

La dé�nition d�une ligne de courant est donnée par les équations :

dx

u
=
dy

v
=
dz

!

Dans le cas d�un écoulement plan l�équation est réduit à :

dx

u
=
dy

v

Où u,v sont les composantes du vecteur vitesse
�!
V:

On notera que les surfaces des frontières solides �xes sont toujours des lignes de

courant, puisque l�écoulement ne peut pas traverser des surfaces solides.

Dans le cas des écoulements bidimensionnels, le concept de lignes de courent peut

être rattaché à l�équation de continuité on se limite au cas des écoulements des �uides

incompressibles.

L�équation de continuité s�écrit comme suit :

@u

@x
+
@v

@y
= 0

Cette équation sera satisfaite automatiquement si on introduit une nouvelle fonction

 dé�nie par les équations suivantes:

u =
@ 

@y
et v = �@ 

@x

 est un fonction de x et y que l�on nomme fonction de courant. les composantes

de vecteur vitesse u et v , déterminées par ces équations, satisfont automatiquement

l�équation de continuité.

La di¤érentielle exacte de  donne :

d =
@ 

@x
dx+

@ 

@y
dy = �vdx+ udy:

dans le cas où  = 0 on trouve l�équation de ligne de courant .

on déduit alors, que les courbes pour lesquelles  = Cste sont des lignes de courant.
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1.5 Equation de mouvement

Les forces qui agissent sur une particule d�un �uide sont de deux types :

� forces intérieures :d�origine moléculaires : elles sont opposées deux à deux donc

leurs résultantes sont nulles.

� forces extérieures : sont des forces de volume ou des forces de surface.

la forme de l�équation qui gouverne le mouvement d�une particule de �uide dépend

des forces que l�on doit considérer

comme équation, on a :

�
d
�!
V

dt
=
1

d#

X�!
F ext:

d�où

�

 
d
�!
V

dt
+
��!
V :r

��!
V

!
=
1

d#

X�!
F ext:

1.5.1 Equation d�Euler

Soit # domaine délimité par une surface S . La résultante des forces surfaciques s�exerçant

sur ce volume est donnée par l�intégrale :

�
ZZ
S

P�!u�ds:

Où P est la pression.

En transformant l�intégrale de surface en une intégrale de volume.

Nous obtenons :

�
ZZ
S

P�!u�ds = �
Z Z

#

Z ��!
gradPd#:

Cette égalité montre que l�élément de volume du �uide est soumis à la force (
��!
grad P )

exercée par le �uide environnant.

Dans le cas où on ne considère que les forces surfaciques, l�équation de la balance des

forces s�écrit alors :
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Z Z
#

Z
�

 
d
�!
V

dt
+ (
�!
V � r)�!V

!
d# = �

Z Z
#

Z ��!
gradPd#:

Le domaine étant arbitraire , on aura donc :

�

 
d
�!
V

dt
+ (
�!
V � r)�!V

!
= ���!gradP (1.3)

Lorsque le �uide est placé dans un champ (champ de pesanteur, champ magné-

tique,...etc.), chacun de ses éléments de volume est encore soumis à la force
�!
F champ

Cette force doit être ajoutée au second membre de l�équation (1.3) de sorte que

l�équation (1.3) doit s�écrire sous la forme :

d
�!
V

dt
+
��!
V � r

��!
V = �1

�

��!
gradP +

�!
F champ

Cette équation a été établie par L�Euler (1755).

1.5.2 Equation de Bernoulli

A partir de l�équation d�Euler pour un �uide incompressible et parfait.

et lorsque les forces de volume dérivent d�un potentiel
�!
F champ =

��!
grad�:

On a :

d
�!
V

dt
+
��!
V � r

��!
V = �1

�

��!
gradP +

��!
grad�:

On rappelle l�identité vectorielle :��!
V � ��!grad

��!
V =

��!
grad

�
V 2

2

�
+
��!r ��!V

�
��!V :

Ce qui permet d�écrire :

d
�!
V

dt
+
��!
grad

�
V 2

2

�
+
��!r ��!V

�
��!V = �1

�

��!
gradP +

��!
grad�:
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On a alors :

d
�!
V

dt
+
��!
grad

�
V 2

2
+
P

�
+ �

�
+ (
�!r ��!V )��!V = 0 (1.4)

On rappelle la forme du vecteur tourbillon :

�!
rot
�!
V =

��!r ��!V
�
:

Dans le cas d�un écoulement permanant (un écoulement du �uide est dit stationnaire

ou permanant lorsque la vectrice vitesse V reste constante dans le temps en importe quel

point de l�espace occupé par le �uide).

C�est à dire :

d
�!
V

dt
= 0

L�équation (1.4) s�écrit :

��!
grad

�
V 2

2
+
P

�
+ �

�
+
�!
rot
�!
V ��!V = 0:

Sur une ligne de courant de vecteur unitaire �!s ;on a:

@

@s
= �!s � ��!grad:

Ce qui donne :

�!s � ��!grad
�
V 2

2
+
P

�
+ �

�
+�!s �

��!r ��!V
�
��!V = 0:

Comme �!s et�!V sont colinéaires

Alors :

�!s � (�!r ��!V )��!V = 0

Ainsi , on a :

@

@s
(
V 2

2
+
P

�
+ �) = 0
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On a alors :

V 2

2
+
P

�
+ � = K

K est le long d�une ligne de courant.

En générale, la constante K change avec la ligne de courant.

Les forces de volume se réduisent le plus souvent à la seule force de pesanteur.

Dans ce cas, on a :

V 2

2
+
P

�
+ gz = K (1.5)

1.5.3 Ecoulement irrotationnel

Dans les régions d�écoulement, loin des parois solides où le �uide peut être considéré

comme non visqueux, l�écoulement est dit irrotationnel et on a alors la condition

�!

 =

�!
rot
�!
V = 0: (1.6)

�!

 représente le vecteur de rotation ou de verticité .
�!

 est, par dé�nition, nul pour un écoulement irrotationnel

Cette condition apporte des simpli�cations importantes dans les équations du mou-

vement.

1.5.4 Ecoulement potentiel

On rappelle aussi qu�en mathématique une fonction dont le rotationnel est nul, peut être

toujours représentée par le gradient d�une fonction scalaire, car on a toujours :

�!
rot(

��!
grad�) = 0:

On peut donc réduire :
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�!
V =

��!
grad� (1.7)

� représente la potentielle de vitesse.

On déduit que, du à l�existence d�une fonction potentielle, les écoulements irrotation-

nels sont dit potentieles.

1.6 Ecoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide

incompressible

On rappelle la forme de l�équation de continuité pour un �uide incompressible :

div(
�!
V ) = 0:

En substituant cette équation dans la dé�nition du potentiel de vitesse .

On a :

r(r�) = 0

Alors

r2� = 0:

Soit :

�� = 0: (1.8)

� indique le laplacien et r l�opérateur gradient .

On dit qu�un écoulement est bidimensionnel si le vecteur vitesse est parallèle à un

plan �xe. dans ce l�équation du potentiel de vitesse se réduit à :

@2�

@x2
+
@2�

@y2
= 0 (1.9)
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Et � étant une fonction potentielle continue à deux variables , alors il existe une

fonction  dite fonction potentielle conjuguée ou fonction de courant qui véri�e :

u =
@ 

@y
et v = �@ 

@x
(1.10)

On a aussi pour le potentiel de vitesse :

u =
@�

@x
et v =

@�

@y
(1.11)

En identi�ant ces deux systèmes d�équation, on aboutit aux relations suivantes entre

� et  :

u =
@�

@x
=
@ 

@y
et v =

@�

@y
= �@ 

@x
(1.12)

Ces équation sont connues comme celles de Cauchy-Riemann , qui nous permettent de

déduire que � et  sont uniformément di¤érentialles dans le domaine de l�écoulement et

qui permettent aussi de trouver le potentiel de vitesse à partir de la fonction de courant

ou inversement.

1.7 Ecoulement à la base de la théorie de la variable

complexe

Des solutions générales pour des écoulements potentiels bidimensionnels de �uide incom-

pressibles existent à base de résolutions mathématiques

De l�équation de Laplace cependant, on notera surtout, que la théorie des variables

complexes o¤re une méthode très puissante pour l�obtention de solution de l�équation de

Laplace

Au lieu d considérer ' et  comme étant des fonction de x et y, on utilise une nouvelle

variable z, qui représente la variable complexe z = x+ iy
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Dé�nissons, maintenant, une fonction f qui a pour argument z:

f(z) = f(x+ iy) = �(x; y) + i (x; y) :

Cette fonction sera analytique dans le domaine de l�écoulement , de plus :

df(z)

dz
=
@�

@x
+ i

@ 

@x
= �i@�

@y
+
@ 

@y
= u� iv = �(z):

Sera aussi analytique dans le plan de l�écoulement. cette propriété très importante ,

elle nous permet de résoudre notre problème considéré.

1.8 La transformation conforme

Dé�nition:

Une transformation conforme peut être dé�nie informellement comme une transformation

géométrique qui préserve les angles orientés.

Autrement dit,c�est une transformation qui resemble localement à une similitude di-

recte,les similitudes directes sont les translations,les rotations,les homothéties et leurs

composées.

Fonction holomorphes(analytiques):

Soit f (z) une fonction qui admet une dérivé,ses parties réelles et imaginaires sont dif-

férentiables et y véri�ent les conditions de cauchy , f (z) dé�nissant ainsi une fonction

analytique.

1.8.1 Quelque transformation classique:

1)Translation : Une translation correspond à la transformation

z �! z + a

Où a également un nombre complexe ,représente le vecteur de translation.
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2)Rotation: Une rotation de centre 0 et d�angle �, correspond à la transformation

z �! ei�z

3)Homothétie: Une homothétie de centre 0 et de rapport r , correspond à la trans-

formation

z �! r z

4)Transformation inverse: Transformation inverse est une transformation

z �! z�1

pour z non nul transforme les cercles en cercles ou droite,les lignes en droites ou

cercles ,selon que l�objet passe ou non par l�origine.

5)Transformation homogra�que: La transformation est

z �! a z + b

c z + d

avec a; b; c; d des complexes ,transforme les cercles ou demi plan en droites et récipro-

quement.

1.8.2 Transformation de Schwartz -Christo¤el

Considérons un polygone (Fig.1.3) dans un plan 
, ayant pour sommets A1; A2; :::; An et

pour angles intérieurs respectivement �1; �2; :::; �n:

soit A1; A2; :::; An les points correspondants respectivement à �1; �2; :::; �n de l�axe du

plan des � .(Fig.1.4).

une transformation qui représente l�intérieur d�un polygone en demi-plan supérieur
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(ou inférieur ) d�un autre plan, la transformation est donné par :

Ou

d


d�
= A(z � �1)

�1
�
�1(z � �2)

�2
�
�1:::(z � �n)

�n
�
�1: (1.13)


 = A

Z
(z � �1)

�1
�
�1(z � �2)

�2
�
�1:::(z � �n)

�n
�
�1d�+B: (1.14)

Où a et b sont des constantes complexe
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Fig .1.3 :plan variable 


Fig 1.4 : plan variable �
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Chapitre 02

Ecoulement à surface libre au dessus
obstacle polygonal

Résumé

Dans ce chapitre, on étudie un problème d�écoulement stationnaire, irrotationnel bidi-

mensionnel à surface libre d�un �uide parfait incompressible.
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CHAPITRE 2

Ecoulement à surface libre au dessus

obstacle polygonal

2.1 Introduction

Dans l�étude de notre problème , on introduit la théorie des surfaces libres qui considère

que l�écoulement est limité partiellement par des parois rigides et par des surfaces libres

de formes inconnues. Et pour la résolution , on utilise la vitesse introduite par la méthode

de kircho¤, Et on dé�nit une nouvelle variable complexe 
 par :


 = log

�
Udz

df

�
= log

�
U

u� iv

�
= log

�
U

q

�
+ i� (2.1)

Où z = x + iy , f = � + i et q , � ont été dé�nies par le module de la vitesse et

l�angle entre le vecteur vitesse et l�horizontale respectivement .

La propriété de cette variable : c�est que sa partie réelle est constante sur chacune

des surfaces libres et sa partie imaginaire est constante sur chaque partie droite de la

paroi rigide. Alors le domaine de l�écoulement dans le plan physique est transformé en

un polygone dans le plan 
::

Sous ces conditions , la solution du problème est exacte , En utilisant la même procé-
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dure , le bord du �uide est représenté par une �gure droite d�un autre plan d�une certaine

variable complexe f . D�après le thérème de Schwratz -Christo¤el, il est toujours possi-

ble de trouver une transformation conforme qui applique l�intérieur ou l�extérieur d�un

polygone plan en un demi-plan d�un autre plan .

Une autre transformation met en correspondance la région indiquée du plan 
 ,ains

que celle du plan f sur la moitié inférieure du plan d�une certaine variable complexe �

�nalement , on trouve une relation entre 
 et f , à partir de cette dernière , on trouve

une expression de f en fonction de z qui est obtenue par intégration .

2.2 Formulation du problème

On suppose un écoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide incompressible et non

visqueux, à surface libre où les e¤ets de gravité et tension de surface sont négligés.

Lorsque l�écoulement est symétrique, on peut alors étudier le problème seulement

sur le demi-plan supérieur ,et on considère l�axe de symétrie comme ligne de courant Et

comme axes de coordonnées, on prend la paroi AO sur l�axe x�ox et la paroi OC sur l�axe

y�oy On suppose que l�écoulement à l�in�ni est uniforme de vitesse U et d�amplitude H

On note par � = u � iv;où (u; v) sont les composantes du vecteur vitesse dans la

direction de x et y respectivement et par f = � + i la fonction potentielle où � et  

désignent respectivementla vitesse potentielle et la fonction de courant

On suppose que la pression p et la densité � du �uide sont constantes sur la surface

libre.Les conditions sont données par l�équation de Bernolli :

1
2
j�j2 + p

�
= Cte sur AC (2.2)

Où � est la vitesse de l�écoulement . L�équation (2:1) implique que la vitesse est

constante sur la libre et (2:2) devient :

j�j = Cte:
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Fig 2.1 : Schéma de l�écoulement dans le plan z
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Fig 2.2: La con�guration d�écoulement dans le plan potentiel complexe f:
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2.3 Réslution du problème

De la transformation, (2-1), on a :


 = log

�
Udz

df

�
= log

�
U

u� iv

�
= log

�
U

q

�
+ i� (2.3)

Par cette transformation, le domaine occupé par le �uide dans le plan de la variable

z se transforme en une bande semi-in�nie dans le plan 
 (fig 2:3)

Nous choisissons � = 0 au point (x; y) = (0; 0) ,  = 0 sur la ligne ABC et  = HU

sur la ligne de courant AC (fig 2:2)

La transformation conforme d�une bande semi-in�nie dans le plan 
 au demi-plan

inférieur d�un autre plan complexe � est donnée par le théorème de Schwartz-Christo¤el

en respectant le sens et l�orientation de l�écoulement .

on choisit A = 0, C = 1 et B à l�in�ni sur le plan � (fig2:4), on a alors :

d

d�
= A (�� 0)

��2
�
�1 (�� 1)

��2
�
�1

d

d�
= A (�)

�1
2 (�� 1) �1

2

Par intégration on trouve :


 = A

Z
(�)

�1
2 (�� 1) �1

2 d�+B (2.4)

En faisant une changement de variable � = 2�� 1 dans (2.4) on obtient :


 = A
R " 1p

(� + 1) (� � 1)
d�

#
+B

= A
R 1p

�2 � 1

D�où
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(�) = A arg cosh (2�� 1) +B (2.5)

Où A et B sont des constantes à déterminer.

pour cette détermination ,on a :

1. pour � = 1 , 
 = �i�
4
l�équation (2.5) donne : B = �i�

4
:

En substituant la valeur de B dans l�équation (2.5) , on trouve :

� =
1

2

�
1 + cosh

�

 + i�

4

A

��
(2.6)

2. pour � = 0 , 
 = 0;on obtient A=-1
2
:

En substituant la valeur de A dans l�équation (2.6), on obtient :

� =
1

2
[1� cosh(�4
)] = � sinh2 (2
) (2.7)

On cherche maintenant , une relation entre f et � qui transforme l�intérieur de la

bande in�nie du plan f vers le demi plan inférieur du plan �:

En faisant la correspondance entre les points A , C et O dé�nis sur les deux plans.

On utilise encore,le théorème de Schwartz-Christo¤el, on trouve :

df
d�
= (�� 0)

0
�
�1 (�� 1)

0
�
�1

= (�� 0)�1 (�� 1)�1

Par intégration on trouve :

f = A�

Z
(�� 0)�1 (�� 1)�1 +B� (2.8)

En faisant une changement de variable � = 2�� 1 dans (2.8) on obtient :

f = A�
R 1

(�2 � 1)d�+B�:
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Où A�et B�sont des constantes à déterminer.

Nous avons � = 1
2
sur A, ou à partir f = 0 et � =1 sur C , avec f = �i

f = � 1
�
log

1� t

t
(2.9)

Après calculs , on trouve une relation entre � et f :

� =
1

1� e��f
(2.10)

En utilisant la relation U dz
d�
= U dz

df
� df
d�
;nous obtenons :

Nous avons

U dz
d�
= (
p
�� 1� i

p
�)�

1
2 � �1
�� (�� 1)

On obtient :

dz

d�
= (
p
�� 1� i

p
�)�

1
2 � �1
�(�(�� 1)) (2.11)

En intégrant

z = � 1
�

Z
(
p
1� �� i

p
�)

�1
2

�(�� 1) d�+ z0 (2.12)

Sur la surface libre , f = �; � � 0;donc la forme de surface libre est donnée par :

x(�) = Re

"
� 1
�

R (p1� �� i
p
�)

�1
2

�(�� 1) d�+ x0

#

y(�) = Im

"
� 1
�

R (p1� �� i
p
�)

�1
2

�(�� 1) d�+ y0

#

8>><>>:
x(�) = � 1

�

R (p1� �� i
p
�)

�1
2

�(�� 1) d�+ x0

y(�) = � 1
�

R (p1� �� i
p
�)

�1
2

�(�� 1) d�+ y0
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Sont des intégrales qu�on ne peut pas la résoudre par les méthodes d�intégration

connues.

En intÈgrant numÈriquement ,on obtient la forme de la surface libre (Fig 2.5 )
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Fig 2.3: Le domaine d�écoulement dans le plan 
.
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Fig 2.4 : Le domaine d�écoulement dans le plan �:
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Fig 2.5 : La forme de la surface libre
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CHAPITRE 3

Annexe

3.1 Outils méthématiques de la théorie des champs:

Opérateur gradient:

1)Dé�nition: A tout champs scalaire f (M),on associe un champ vfctoriel
��!
grad (f) tel

que:

df(M) =
��!
grad (f) d

��!
OM

2)Proposition: La circulation d�un gradient est indépendante du chemin suivi.

En particulier sur une courbe fermé,la circulation du gradient est nul.

3)Expressions analityques:

En coordonnées cartésiennes : On a en coordonnées cartésiennes dans la base

(e1; e2; e3) pour une fonction f = f (x1; x2; x3) :

(
��!
grad (f))i =

@f

@xi
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En coordonnées cylindriques: On a dans la base (er; e�; ez) :

��!
grad (f) =

@f

@r
er +

1

r

@f

@�
e� +

@f

@z
ez

En coordonnées sphérique: On a dans la base (er; e�; e�) :

��!
grad (f) =

@f

@r
er +

1

r

@f

@�
e+

1

r

1

r sin(�)
e�
@f

@�
e�

4)Gradient d�un vecteur: On peut dé�nir le gradient d�un vecteur
�!
V de taille n

,c�est une matrice de taille n� n et on a:

(
��!
grad(

�!
V )i;j =

@Vi
@xj

Opérateur divergence:

1)Dé�nition: soit un champ vectoriel
�!
V et soit d� un élement de volume en toutant

un point M de l�espace.On dé�nit

div(
�!
V ) =

d�

d�

où d� est le �ux élémentaire,sortant du champ
�!
V à travers la surface fermée délimitant

d� ; div(
�!
V ) represente le �ux volumique en M:

L�opérateur divergence construit un champ de scalaire à partir d�un champ de vecteurs.

2)Théorème(théorème de Green_Ostrogradski): Soit � la surface fermé délimi-

tant le volume v; ds le vecteur de surface élémentaire sortant du volume.On a alors pour

tout champ de vecteur
�!
V :

Z Z
�

�!
V
�!
ds =

Z Z Z
v

div(
�!
V )d�

3)Expressions analytique:
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En coordonnées cartésiennes: On a

div(
�!
V ) =

@Vx
@x

+
@Vy
@y

+
@Vz
@z

En coordonnées cylindriques: On a

div(
�!
A ) =

1

r

@

@r
(rAr) +

1

r

@A�
@�

+
@Az
@z

Opérateur rotationnel:

1)Dé�nition: Soit un champ vectoriel
�!
V et soit

�!
ds un élement de surface en un point

M de l�espace,on notant dc le contour élémentaire orienté associé à
�!
ds selon la régle de

stokes,on dé�nit le rotationnel de
�!
V en M par:

dc =

Z
dc

�!
V
�!
dt =

�!
rot
�!
V
�!
ds

L�opérateur rotationnel construit un champ de vecteurs à partir d�un champ de

vecteurs

2)Expressions analytique

En coordonnées cartésiennes: On a

�!
rot
�!
A =

�
@A3
@x2

� @A2
@x3

�
e1 +

�
@A1
@x3

� @A3
@x1

�
e2 +

�
@A2
@x1

� @A1
@x2

�
e3

En coordonnées cylindriques: On a

�!
rot
�!
A =

�
1

r

@Az
@�

� @A�
@z

�
er +

�
@Ar
@z

� @Az
@r

�
e� +

1

r

�
@(rA�)

@r
� @Ar

@�

�
ez
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3)Proposition: Si un champ de vecteur
�!
W est à �ux conservatif c�est à dire:

div
�!
W = 0

alors il existe un champ de vecteur
�!
V tel que

�!
W =

�!
rot
�!
V

Opérateur Laplacien:

1)Dé�nition(Laplacien d�un champ scalaire) : Transforme un champ scalaire en

champ scalaire:

�f = div(
��!
grad f)

2)Expressions analytique:

En coordonnées cartésiennes : On a

�f =
nX
i=1

@2f

@x2i

En coordonnées cylindriques: On a

�u =
1

r

@

@r

�
r
@u

@r

�
+
1

r2
@2u

@�2
+
@2u

@z2

En coordonnées sphérique: On a

�u =
1

r

@2

@r2
(ru) +

1

r2 sin �

@

@�

�
sin �

@u

@�

�
+

1

r2 sin2 �

@2u

@�2
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3)Dé�nition(Laplacien d�un champ vectoriel): Transforme un champ vectoriel en

un champ vectoriel:
�!
�
�!
V =

��!
grad(div(

�!
V ))��!rot�!rot�!V

4)Expression analityque du Laplacien vectoriel:

En coordonnées cartésiennes : On a

�!
�
�!
V =

nX
i=1

�Vxiei

Opérateur symbolique nabla:

C�est un opérateur de dérivation vectoriel.

Ses composantes en coordonnées cartésiennes sont:

(
�!r)i =

@

@xi

On peut écrire le gradient,la divergence et le rotationnel gârce à cet opérateur sym-

bolique:

��!
grad (f) =

�!rf
�!
rot
�!
V =

�!r ^�!V

div(
�!
V ) =

�!r �!
V

�f =
�!
V 2 f

�!
�
�!
V =

�!
V 2 �!V

Formulaire relatif aux opérateurs: Soit f un champ scalaire,
�!
A et

�!
B deux champs

vectoriels:
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La divergence d�un gradient est égale au Laplacien:

div
���!
gradf

�
= �f

La retationnel d�un gradient est nul:

�!
rot
���!
gradf

�
=
�!
0

La divergence d�un rotationnel est nulle:div
��!
rot
�!
A
�
= 0
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Conclusion �nale

L�idée principale de ce travail est l�application d�une méthode numérique basé sur

l�intégrale de Schwartz Christo¤el modi�ée pour la résolution d�un problème d�écoulement

bidimensionnel à surface libre .Cet intégrale transforme le problème proposé dans un

polygone conforme connue plus le traité numériquement par la méthode développée par

trefethen..
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